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费尔马大定理— 怀 尔斯的证 明
`

清华大学教授 张贤科料

(清华大学数学系
,

北京 100084 )

提要
:

三个 多世纪 的 著名数学难题
,

费尔马大定理
,

已被普林斯顿大学的怀 尔斯证明
,

并 已

获大奖
。

震撼数学界 的历史事件引起世界各界广泛热烈关注
。

本文浅要地介绍整个事件的概

况与传奇历史
,

获奖情况与各 家评论及影响意义
,

怀 尔斯 的生平和特点
,

历尽曲折的八年证

明 中的 故事
,

也在最后介绍有关的现代数学知识和怀 尔斯的 证明思路
,

并附较全的资料信息

源
。

历史大难题费尔 马大定理的证明 已被 确认
,

论文 已在

199 5 年发表 1[ 一 2」 ,

给出证明的数学家安德鲁
·

怀尔斯 ( A n -

击
e
w J

.

W il es ) 已获得沃 尔夫奖等多项大奖
。

世界性的费尔

马热向更深入的层次发展
。

许多地方纷纷举行有关的学术研

讨班
。

本文将介绍最终的证明情况和获奖评论等情况
,

并在

最 后适当解释一些数学
。

有关历史及 1 995 年前情况可见

文 [ 3 }
。

一
、

概 述

费 尔 马大定理又 称费 尔马 最后定理 ( eF
r
m at

’ 5 L as t

T h
e
or

e
m )

,

是法国著名数学家费尔马在约 16 37 年写下的一

个猜想
:

对于任意大于 2 的整数 n ,

不可能有非零的整数
a ,

b
, c
满足 an + b

”

~ cn
。

这是他写在古希腊数学家丢番 图的名

著 《算术 》 的页边上的
。

猜想提出后二百年间
,

只解决了 n

一 3
,

4
,

5
,

7这四种情形
。

在约 1 8日7年
,

库木尔 (事实上 )

创立了代数数论
,

可 以发展出对于许多
n
的证明

。

但经 350

多年无数人的努力
,

直到 19 93 年终不能完全证 明
。

此次的转机始于 198 5一 86年
。

福雷 ( G
.

F r e y ) 19 85 年

断言
,

谷 山丰 ( T an iay m
a ) 猜想 (即椭 圆曲线都是模故 ) 包

含费尔马 大定理
。

19 86 年夏
,

瑞拜特 ( K
.

iR l)e )t 用 塞尔

( eS rr e) 的设想证明了福雷的断言
。

因此从 1986 年起
,

要想

证明费尔马大定理就只要证明谷 山丰猜想即可
。

当时普遍认

为谷 山丰猜想的证明远非可及
。

但是怀尔斯闻此后立刻研

究
,

潜心七年
,

终于 在 1 993 年 6 月 23 日在英国剑桥大学
,

宣

布证 明了谷 山丰猜想的一大部分
,

从而证 明了费尔 马大 定

理
。

这立刻震动 了世界
。

一片节 日欢庆
。

但数月后
,

此证明

被发现有漏洞
。

怀尔斯能否修复漏洞最终完成证明
,

世界注

目
,

历史走到 了一个关键时刻
。

这里的数学关系其实可简述成这样 (即反证法 )
:

先假设

费尔马大定理不正确
,

即 au + b
”

一 c “

对某三个整数
a ,

b
, C
成

立
,

那么福雷建议考虑方程 y , 一 x
x( + an ) x( 一 b

“

) 所表示

的曲线 E (这是一条半稳椭圆 曲线 )
。

瑞拜特证明了 E 不是模

的
;
怀尔斯 (宣布 ) 证明了 E 是模的

;
这就导致了矛盾

。

矛

盾说明原来的假设不对
,

即得费尔马大定理正确
。

怀尔斯在宣 布的证 明被发现有漏 洞后
,

困境中竭神弹

思
。

后来他放弃了难以修复的欧拉系统法
,

重新研究自己 曾

用过的环论老方法
。

终于在 1 994 年 9 月 19 日
,

突 然得到神

奇的启示
,

最终完成了历史性长篇论文
“

模椭圆曲线和费尔

马大定理
”
(即文 〔1〕

,

以下称怀文 )
,

并与他的学生泰勒 ( K 一

T o y lo
r ) 核实了支持此文的一些工作的细节

,

写成短文
“

某些

亥克代数的环论性质
” (即文 〔2」

,

以下简称怀泰文 )
。

二文

于 1 99 5 年发表在 《数学年刊 》 (普林斯顿大学协办 ) 第 14 2

卷
,

整整占满 了全卷
。

怀尔斯的论文迅速得到 国际数学界的

承认
,

并连续获得 沃尔夫奖 ( 1 9% 年 3月 ) 和美 国国家科学

院奖 ( 1 996年 6 月 )
。

怀尔斯最后发表的论文 (怀文 ) 与他 199 4年 10月的预

印本 (见文 〔3二中介绍 ) 内容几乎完全相同
,

但引言部分已

全然重写
,

详 细地说明了他的研究历程
,

也简介了主要数学

结果
。

从此引言中可以看出
,

怀尔斯本人确是当之无愧的费

米 国家 自然科学基金资助
。

补来 张贤科 ( Z H A N G Xi ;lr 人
e ,

1 9 4 .4 2
·

2 9一 ) 清华大学教授和博导
,

国际理论物理 中心 ( U N E S C O ) 研究员
。

长期兼美
、

德 (数学评

论 》 评论 员
。

获
“

国家自然科学奖
” , ’ `

中国科学院科技进 步奖
” , “

做 出突出贡献的 中国博士
”
等

。

在中国科学技术大 学毕业并较久工

作
。

赴美
、

欧几 国多 次做研究工作和开 会及作报告
。

长期在代数 数论等现代数学领域研 究和教学
。

在国内外发表五十多篇论 文于 《中

国科学 》 , 《美 国数学学 会会刊》 ,

美 国 《数学杂志 公等
。

许多结果 远远超过 国外新近成果
; 彻底解决了国际上 多年研究未能最终解决的

一些问题
; 指 出并改正 了著名数学 家的严 重错误

。

国外引用很多
,

国际权威数学家评论他
“
居当今中国的领导数论学家之列

” 。
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尔马大定理的唯一证明人
。

这澄清了前些时少数人的猜疑
。

怀文共 1 9 0页
,

五章
。

在标题下首先引述了费尔马当年作出

猜想的那段名言原文
,

接着是 1 1页引言
。

据怀尔斯在引言中说
,

达尔蒙 ( H
.

D a

mr on ) 在 1 994 年

2月鼓励他解释原来的环论老方法
,

使他无意间调整了思

路
。

1 994 年春
,

怀尔斯与泰勒一起尝试用 p 一 2挽救欧拉系统

法
,

到八月底陷人绝境
。

九月
“

当泰勒仍然不相信欧拉系统

法无可挽回的时候
” ,

怀尔斯决定再最后看一眼老想法
,

突然

在 94 年 9 月 19 日找到了迷失的钥匙
,

然后他将此论述告知

泰勒
,

二人核实细节
。

引言最后写道
: “

很高兴感谢剑桥会议后仔细阅读此文

部分早期草稿的人
,

特别是卡茨 ( N
.

K at z )
,

他耐心地 回答

了 我在欧 拉系统 工作过 程 中的许 多问 题
,

并与 伊录 西

(1I uI is e ) 一起审读了该欧拉系统论证
。

他们的提问引导我发

现 了问题的所在
。

卡茨也审听了我在 1 993 年秋的首次改正

尝试
。

我也很感谢泰勒
,

为了他在深 入地分析欧拉系统论证

中的帮助
。

我很感激戴蒙德 (F
.

iD
a m o n d )

,

为了他在准备此

文最后
`

定稿时的慷慨帮助
。

除了他的许多珍贵建议外
,

其他

一些人也作了很有帮助的评论和建议
,

特别是康莱德
、

得
·

沙利特
、

伐尔廷斯
、

瑞拜特
、

茹宾
、

斯 肯访和泰勒
。

最后我

极其感谢达尔蒙
,

为 了他对于重新考虑我的老论证的鼓励
。

虽然我当时毫未注意他的劝告
,

但它当然留下了它的印迹
。 ”

二
、

获奖和评论

1 99 5一 9 6年度数学 沃尔夫 (W ol f) 奖 由怀尔斯和朗兰兹

( R
o
b
e r t P

.

L a : l g la r , d s ) 分享
,

于 1 99 6 年 3 月 2 4 日在耶路撒

冷由以色 列总统魏兹曼颁发
,

奖金十万美元
。

沃尔夫基金会称
,

怀尔斯得奖是
“

由于对数论及相关领

域的壮观贡献
,

由于在若干基本猜想上得到的 巨大进展
,

由

于解决了费尔马大定理
” 。

美国数学会的报道说
,

怀尔斯引入

深刻的奇异的方法
,

对于数论中一些长期未决的基本问题的

解决 作 出 了 巨 大 的贡 献
。

例 如
,

BS D 猜 想
,

伊 瓦萨瓦

( I w
a s a w a ) 理论主猜想

,

和谷 山丰 一志村五郎 ( T a r l iy a
m

a 一

S hi m 盯
a ) 猜想

。

他的工作的顶峰是对令 人称项的费尔马大定

理的证明
,

此定理塑造了过去两个世纪大多数论的形态
。

朗

兰兹是 印 岁的著名数学家
,

他的
“

郎兰兹猜想
”

影响深远
,

博大精深
。

沃尔夫数学奖的历届得主都是极负盛名的数学家
,

如盖

尔丰德
、

西格尔
、

韦伊
、

嘉当
、

陈省身
、

小平邦彦等
。

该奖

是国际上极有影响 的大奖
,

由沃尔夫捐款在 19 78 年设立
。

也

有化学
、

医药
、

农业和艺术奖
。

( 沃尔夫原居 德国
,

一战前移

居古 巴
,

1961 年起任古 巴驻 以色列大使
,

后 留居 以色列 )
。

J

环尔斯获美国
“

国家科学院奖
” ,

被宣布是奖励
“

他对费

尔马大定理的证明
,

这是他发明了一种漂亮的战略
,

证明了

志村五郎一 谷 L日丰猜 想的一大部分才完成的
,

也是奖励他在

追求 自己 的 思想 实 现 的过 程中所表 现 出的勇气和 技巧力

量
” 。

此奖是在 1 988年为纪念美 国数学 会一百周年设立 的
,

奖金五千美元
,

奖给近十年内发表的杰出数学研究
。

以前的

得主是朗兰兹 ( 1 98 9) 和麦克费尔逊 ( 199 3)
。

美国数学会在上述得奖报道中
,

刊登了怀尔斯过去的导

师剑桥大学 的寇茨 (J
.

oC at e s
) 的评论文章

。

文章说
:

怀尔斯

在牛津大学毕业后
,

于 1 9了4一 75 学年度到剑桥
。 “

他的天才

很快被斯文诺尔敦一 戴尔 (S w in ne rt on 一 D y er ) 注意到
。

他因

管理剑桥大学太忙
,

不能作怀尔斯的研究生导师
,

对这我很

高兴
。

结果当怀尔斯 19 75 年夏开始科研时
,

我非常幸运地得

以能指导他的数学研究第一步
” 。 “

我们最后得以证明平行于

伊瓦萨瓦的结果
” ,

证明了 B S I〕猜想的秩零特殊情况
。 ” “

我

很快认识到他具有两个显著的数学案赋
,

我相信这在他以后

的全部数学生涯中都起了关键的作用
。

第一
,

他优先于一切

地要去证明困难的具体定理
,

而不愿去作优美的无所不包的

猜想
。

第二
,

他有惊人的能力去吸收大量的极高深
、

极抽象

的机制
,

并在脚踏 实地的问题中贯彻直到得 出巨大 的成果
” 。

到 8 0年代 中期
,

怀尔斯
“

对于伊瓦撒瓦理论主猜想和关于希

尔波特模形式的伽罗华表示 的研究贡献
,

已经使他成为过去

15 0年以来对代数数论作出渊深贡献的极少数优秀数学家之

一
。

但是
,

正象我们现在所知道的
,

他并没有躺在这些桂冠

上休息
,

而从 19 86 年夏他 又一直默默地工作着
,

朝向一个更

伟大的 目标
。 ” “

过去 35 年的代数数论和算术代数几何
.

大多

被猜想所统治
,

而少有肯定的定理
。

这并不是要贬毁期间证

明的许多优美的定理
,

只是要指出太常有的情况
:

面对着那

些大叠大排的猜想
,

这些肯定的结果显得太拘谨
,

而那些猜

想的证明要 留作代数数论的长期 目标 (例如
,

椭 圆曲线的

B S D 猜想
,

或者阿庭关于他的非阿贝尔 L 一 函数的全纯猜

想 )
。

安德鲁
·

怀 尔斯的工作是对这种研究模式 的绝妙解毒

齐lJ
,

也是我们时代的最 响亮的警示
:

我们是 能够期望最终解

开数论中那些最深奥的神秘的
。 ”

三
、

怀尔斯的生平

怀尔斯 19 53 年 4月 1 1 日生于英国剑桥
。

(所 以他 1993

年 6 月宣布证明时
,

刚过 四十岁生 日两个多月
。

) 1 971 年入牛

津大学莫顿 ( M er ot n) 学院学 习
,

1 974 年获该校学士学位
。

同年入 剑桥大学柯雷尔 ( lC ar e) 学院学 习
,

198 0年获该校博

士学 位
。

1 977 年至 19 80年
,

是柯雷尔学院的
“

青年研 究会

员
”

和 哈佛大 学的
“

本杰 明
·

裴尔斯助教授
” 。

1 981 年是波恩

的
“

理论数学专门研究院
”

访问教授
,

此年稍后
,

为美 国普

林斯顿的
“

高等研究所
”
研究员

。

1 98 2年成为普林斯顿大学

教授
,

该年春是奥赛的巴黎大学访问教授
。

作为古根海特别

研究员
,

他 1 985一 8 6年是科学高级研究所 (I H E )S 和高级

师范学校 ( E N S ) 的访问教授
。

19 88 至 199 0年
,

是牛津大学

皇家学会研究教授
。

199 4年
,

他取得现 在的普林斯顿大学欧

根
·

黑金斯数学 教授职位
。

怀尔斯于 1 989 年被选为在伦敦

的皇家学会研究员
。

1 99 5 年获瑞典皇家科学院的数学韶克

奖
。

同年获费尔马奖
,

由保罗萨巴提尔大学和马特拉马克尼

空 间颁发
。

19 96年获沃尔夫奖和美国 国家科学院奖
。
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四
、

最后证明中的故事

以下简介怀尔斯的证明历程 (参见文 〔 1〕 引言 )
。

简单

地说
,

怀尔斯是通过各种伽罗华群的表示来研究椭圆曲线

的
:

由
“

模 3表示 p o 是模的
”
出发

,

证明
“

其适当提升 六 是

模的
” ,

从而证出椭圆曲线是模的
。

1 98 6年晚夏
,

怀尔斯闻知瑞拜特的工作后立刻动手
。

一

连几年他都工作于伊瓦萨瓦 (I w
a sa w a) 关于全实域的猜想及

其应用
。

使用和发展了希尔波特模形式的 p 一进表示
。

研究

2一进表示数月后
,

他得到第一个突破
,

认识到应代之而研究

3一进表示 即
,

这样一开始就可以借助于朗兰兹一坍奈尔

(T un ne D定理而知模 3表示 p。是模的
。

再尝试归纳证明模 3u

表示是模的
,

这迅速引导 至 F 一 的伽罗华群的 1和 2 阶上同

调群的研究
,

及与数域的相应上同调群比较
。

他发展伊瓦萨

瓦的 Z
p

一扩张的理论到基于素数无限系列 q ; ~ 1 (m do p “ )
.

在 80 年代末
,

他转到环论语言
。

迈组尔 ( M az
u r ) 在研

究海达 ( iH d
a ) 的伽罗华表示族时

,

意识到他引入的万有变

形环应当来 自亥克 (H ce k e) 环
,

这个关键的猜想加强了原先

的猜测
:

一个模表示 的所有普通提升都应是模的
。

怀尔斯意

识到他需要亥克环是完全交这一很强条件
,

需要知道伊瓦萨

瓦不同域的亥克环间的确切关系
。

对这点也是对全部证 明的转折点是在 1991 年春
。

他由

提楼因 ( T
.

iT lo u in e) 19 88年的论文悟知
,

两个不变量 刀和

P / P
Z
在现情形下是相等的

,

而这一相等构成了高壬斯坦环

(从而亥克环 ) 为完全交的判则 (见怀文附录 )
。

这对于主要

问题的冲击是巨大的
。

首先
,

由此可检验亥克环与变形环的

关系
,

引至证明
:

只要限制分歧提升是模的则所有提升都是

模的 (第二章第三节 )
,

这是曾经长期尝试未能成功的
。

其次
,

主要问题可转化为伊瓦萨瓦理论中为人熟知的某种类数问

题 (第四章 )
。

再者
,

这意味着可首次证明无限多椭圆曲线

(类 ) 是模的
。

最后
,

这意味着可集 中注意力于最小基准

(l ve el ) 情形
。

在由伊瓦萨瓦理论的类数问题攻击主要问题

时
,

怀尔斯引入辅助素数 q三一 1 (m do )P
,

用 以取代基域的

改变
。

主要困难是不知如何估计 P /P
Z一不变量跟随的改变

。

不过只要知道最小亥克环是完全交
,

此法确能给出广义类群

(即常说的塞莫 ( eS lm er ) 群 ) 的正确上界
。

他
“

搜寻钥匙而

未能成功
” 。

到 了 1 9引 年 8 月
,

怀尔斯看到夫拉克 ( lF
a
ch ) 刚刚作出

的新构作
,

并迅速相信此方法的推广将比他原来的环论方法

更为有效
。

夫拉克的方法似是向构作一个欧拉系统的第一

步
,

如果成功将给出塞莫群大小的确切上界
。

至 19 92 年秋
,

怀尔斯相信他已完成了这些
。

他开始转向余下的情况
,

即模

3表示 p 。可约的情况
。

数月之中只是试图简单重复变形环和

亥克环的方法
。

出乎意料在 19 93 年 5 月
,

在读到迈组 尔模曲

线扭曲形一文时
,

怀尔斯得到关键的令人吃惊的突破
:

他发

现了用有共同 5一表示 的椭圆 曲线族的方法 (见怀文第五

章 )
。

此时他相信全部证明已经完成
,

便在 6 月 21 一 23 日在

英国剑桥作了三次报告
,

概述了这整个理论
。

但是到 1 9 93 年

秋
,

怀尔斯己经逐渐明白
,

用于推广夫拉克方法的欧拉系统

的构作是不完全的
,

可能有瑕疵
。

达尔蒙在 19 94 年 2 月鼓励怀尔斯解释他原来的 归结到

完全交性的推理
.

当在普林斯顿作此报告的时候
,

怀尔斯几

乎是无意识地确是关键性地转向现第三章使用的特殊辅助

素数
.

此前他一直对 1991 年弃置一边的原来的方法未作任

何考虑
,

因为它仍然相信欧拉系统的途径是正确的
。

另一方

面
,

从 1 994 年 1 月起泰勒加入到怀尔斯一起试图修复欧拉

系统
。

到 19叫年春
,

由于在修复欧拉系统法中受挫
,

怀尔斯

开始与泰勒一起试图设计新的用 p ~ 2 的方法
。

用 p 一 2 的试

图到八月底陷入绝境
. “

当泰勒仍然不相信欧拉系统法无可

挽回的时候
,

我在九月决定再最后看一眼我的推广夫拉克的

想法
,

至少若能更明显地廓清障碍也好
。

在做此事时
,

我突

然之间得到神奇的启示
:

我在 1 994 年 9月 19 日的 思维闪电

中看到
,

沙利特的理论若被推广
,

可与对偶性一起 用于 在适

当铺助水平上
,

把亥克环粘合成幂级数环
。

我已经意外地找

到了开通我那老的废弃途径的迷失的钥匙
。

是一个古老的想

法使我达成极限过程
:

取 q ;
= 1 ( m do 尸 )

,

且 i 和
n ;
趋于无

限
。

第三章的转向特殊素数使这一切成为可能
。

“

在我将此论述告知泰勒后
,

我们在接下来的几天里核

实细节
。

全部论述
,

连同归结到完全交性的推导
,

写入文

[ 2〕
。

“

总而言之
,

整个证 明的关键突破在 1 9引 年春
,

即意识

到附录中引入的那两种不变量可被用于联系变形环和亥克

环
。

事实上
,

刀一 不变量可被用于计算伽罗华表示个数
。

而在

199 3年 6月宣布之后的那最后一步
,

虽然是难以捕捉的
,

却

只不过是一个长进程的结果
,

进程的目的是在环论的框架内

把基于伊瓦萨瓦理论的方法换为基于使用辅助 素数的方法
。

“

有一个改进我未写入论文
,

它也许可用于简化第二章

的部分内容
,

就是棱斯殊阿注意到判断高壬斯坦环为完全交

的判则可被推广到更一般的有限且 Z
p

一 自由的环
。

伐尔廷斯

指出的一个改进也未写入
,

可简化第三章和文 〔2〕 的论证
,

不过这在文 【2〕 附录中有解释
。 ”

全文的目录如下
:

第一章 1
.

伽罗华表示的变形
,

2
.

上同调群的计算
,

3
.

G L 一 2 ( k ) 的子群结果

第二章 1
.

高壬斯坦性质
,

2
.

亥克环间的同余
,

3
.

主猜

想

第三章 塞莫群的估计

第四章 1
.

普通 C M 情形
,

2
.

刃的计算

第五章 到椭圆曲线的应用

附录

五
、

简介有关数学

怀尔斯的论证属于代数数论与算术代数几何理论
,

主要

用到有理数域上的椭圆曲线等理论
。

简单地说
,

椭圆曲线就

世界科技研究与发展
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是形如以下 (方程的解构成 ) 的曲线
:

y Z = x ( x 一 3 ) ( x + 32 )
,

y Z+ y = x 3一 x Z ,

亦即系数是有理数的三次方程表示的曲线 (要求非奇异即处

处有切线
,

总可化为手
y , , x y ,

和汤 项 ’
·

无穷远点 O `即

x 和 y 都无穷大 ) 也被认为在曲线上
。

一条椭圆曲线 E 上的

实数点 (即 x ,
y 都是实数的点 (x

,
y )) 全体 E ( R ) 构成形

如以下的图形
:

9
,

:

〔 〕

而 E 上的复数点全体 E (C ) 形成一个环面
,

即轮胎
。

通常感

兴趣的是 E 上有理点全体 E (Q )
。

椭圆 曲线的引人之处在于
,

它的点之间可以定义加法
,

点全体构成一个加法群
:

任给上述 E 上两点 P 和 Q
,

过此两

点作直线 L
,

必交 E 于第三点 R
,

再过 R 和无穷远点 0 作直

线交 E 于 S
,

则 P 加 Q 的和定义为 P + Q ~ S
。

当 P ~ Q 两点

重合时
,

L 为 E 的切线
。

这一加法的定义称为弦切律
。

无穷

远点 O 是加法的零元
。

E ( C )
,

E ( R )
,

和 E (Q ) 都是群
。

解方程时
,

常常先
“

不计 p 的整数倍
” ,

这里 p 是一个固

定素数
。

这在数论中称为模 p 约化
。

E 的模 p 约化后的整数

点 (即方程
“
不计 p 的整数 倍

”
的整数解 ) 全体记为 E

(F
p

)
,

其点的个数记为 # E (F
p

)
。

记
a p

一 p + 1一 # E ( F
p

)

对于椭圆曲线 y Z+ y = x 3一 x Z ,

数
a ,

有非常好的性质
,

即

a ,

恰为下述幂级数的系数
c ,

(对 们 以外的所有素数 p )
:

凳
。 。

q一 q
且

五郎在 1971 年证明有复乘法的椭圆曲线都是模的
。

也还有

别的方法刻画一条 E 是模的
,

如
“
E 可被模曲线有限覆盖

” 。

由于瑞拜特的工作
,

怀尔斯只要证明部分 (半稳定的 )椭

圆曲线是模的
。

他是通过相应的伽罗华表示的模的性质来研

究的
。

他首先考虑 p ~ 3
。

以 E 【3j 记椭圆曲线 E 的 3一分点

(复数点 ) 全体
,

即 E [ 3〕 = { P 任 E ( C )
:

P + P + P = O }
。

由

于环面 E ( C ) 等同于平行四边形 (对边视为同一 )
,

可知 E

[ 3〕 是两个三阶循环群的直积
,

亦即 E 〔3〕 一 F弓
,

是三元域

F 3 上二维空间
。

复数域 C 的每个 自同构 (即伽罗华群 G 作用

到点的坐标上 ) 都是 E 〔3〕的线形变换
,

从而可表示为 F 3上

的二阶方阵 (即有群 G 到 G L (2
,

3F ) 的表示 内 )
。

选取 3是

很关键的
,

因为此时有很强的朗兰兹一坍奈尔定理
,

说明 E

[ 3〕 (或说 。 ) 是模的
,

即
。 p

三
e , (mo d 3 ) 对某 f一艺

。 。 e , ` 一

成立 (对除 3外的所有素数 p )
.

(这里先设 E [ 3 ] (或说 尸。 )

不可约
。

对于 内 可约的情形
,

怀尔斯巧妙地另用 p ~ 5迂回

地得到结果
。

)

怀尔斯的想法是设法把 E 〔3 ] 的模性
“

传染
”
给 E

。

如

果不但考虑 3一分点
,

而且考虑 3
“

一分点
,

其全体记为 E

〔3n 〕
。

当 n 趋于无穷时取直接极限
,

就得到 G 的 3一进表示

p E :

G ~ G L (2
,

2 3 ) (陇 称为 内 的提升 )
。

而 E 是模的当且仅

当 六 是模的
。

由 E [ 3〕的模性可知
,

还有另一个来 自相应模

形式 f 的提升 p f :

G ~ G L (2
,

2 3 )
。

0P 的提升均称为变形
。

迈

组尔猜想断言
,

有适当局部性质的所有变形 (提升 ) 都是模

的
。

怀尔斯用交换代数把迈组尔猜想归结为一个
“

计数
”

问

题
,

即一个
“
基本

”

不等式
:

提升的个数 ( 同余于 f 的模形式个数
。

此式的左边计数可化为对塞莫群
,

是 G 的一个一阶上 同调群

的子群
。

右边
,

由海达的工作
,

可联系到 f 产 生的对称平方

L 一 函数在 2 点的值的代数部分
。

上述基本不等式非常象数

年前布劳克和凯透猜想的一个很广泛的等式
。

怀尔斯最终证 明了他的最主要结果
:

有理域上的半稳椭

圆曲线都是模的
。

从而得出费尔马大定理
。

他还指出
,

他的

方法看来也很适合证明
,

所有的有理域上的椭圆曲线都是模

的
,

并能推广到其他全实数域
。

二 o n二 1

( 1一 q
.

) 2 ( 1一 q 1 1. ) 2

这里级数艺
C 。

户二是一个模形式 (即 s L (2
,

)z 的同余子群

0r ( 1 1) 上的权为 2 的尖点形式 )
。

数
a ,

有如此好性质的椭圆

曲线称为模椭圆曲线
。

也就是说
,

称 E 是模椭圆曲线 (简称

E 是模的 ) 意味着
:

存在某同余子群的权为 2的尖点形式 f ~

艺
e 。 e Z̀ 一使得

。 p

一 c ,

对几乎所有的素数 p 成立 (使模 p 约化

后曲线奇异的个别
“

坏
” p 除外户

。

不过要注意 f 一般不一定

要有上述形式的无穷乘积
。

著名的谷 LLz丰 一志村五郎 ( T a n iy a m a 一 S h im u ar ) 猜想

为
:

有理域上的所有椭圆 曲线都是模的
。

此猜想源于他们

195 0一 6 0年代的工作
。

但它变得著名是因威耳 ( A
.

w iel ) 在

196了年的论文 中发表 (是作为留给有兴趣读者的一个习

题 ! )
。

威耳也指出了此猜想的合理性
。

在怀尔斯此工作之前
,

人们仅知道此猜想对有限多椭圆曲线 (类 ) 成立
。

例如志村

六
、

结 语

费尔马大定理
,

历经三个多世纪
,

世界多少代人才为之

苦苦迫求
,

最终被解决了
,

意义重大
,

引起了世界各阶层 的

广泛兴趣和 思考
。

他不但在科学上说 明了现代数学的强大威

力和惊人进步
,

说明了现代高度抽象的数学思维的实在性和

真理性
,

开辟了新的数学研究天地和研究方法
;
也引起 人们

哲学上的思考
,

人类的智慧是没有界 限的
,

世界的规律是可

以认识的
,

计算机等机器能力的巨大发展根本上不是取代人

的思维
。

正象在历史上每一次科学进步时一样
,

这里需要
,

我

们也看到了
,

百折不挠求索科学真理的精神和 勇气
。

历史就

是这样前进的
。

在我国巫待振兴科学以科教兴国的今天
,

智

慧的中华民族定会有更多的有志人才献身科学事业
,

攀登科

1 9 卷 1 期
目
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学顶峰
。

以下是世界部分反映评价和信息文献
。

1
.

B B C新视野节 目
“

费尔马大定理
”

将于 19 97年在美国

PB S播放
。

此节 目曾于 196 9年 1月在英国 播放
。

可访 间

“
h t t p:

/ / w w w
.

b b C
.

e o
.

u
k /h

or iz n o / 9 5一 6 / 96 0 1 15
.

h t l m
, , 。

2
.

部分专为费尔马大定理而设的 w eb 网址
:

“
h t t p

:

/ / w w w
.

a m s
.

o r g /m
a t h we b /m i一 m a t h b y t o p i

e
.

h tm l # f e r m a t ; ,,

“
h t t p :

/ / w w w 一 g r o u p s
.

d
e s

.

s t一 a n d
.

a e
.

u
k /~ h is t o r y /

H is t T
o p ie s

/F
e r m a t , s

一 l
a s t一 t h e o r e m

.

h t m l
” ;

“
h t t p :

/ / i
x

.

u r z
.

u n i一 h
e id e

lb
e r g

.

d
e
/ ~ h b 3 / f

e r m a t
.

h t m l
” ;

“
h t t p

:

/ /w w w
.

y a
h

o o
.

e o
m /cS ie n e e

/ M
a t h

e
m

a t ie s
/ P

r o
--b

l
e m s

/F
e r

m
a t一

s

一 L
a s t一T 卜e o r e m /

” ;

3
.

199 3 年 10 月数学科学研究所 (M
a t l、

.

S
e ie n e e s

R
e -

se a r e h I n s t i t u t e ,

U S A ) 举行
“
F e r m a t 节 ( F e s t )

” ,

1 00 0人参

加
,

含讲演和一流数论学家的讨论
。

在 M S R I 和 AM S 有录象

带
,

可访问
:

“
h t t p

:

/ / w w w
.

n l s r i
.

o r g /
s e

h
e ( 1/ F

e r m a t
.

} I t m l
” .

4
.

以下是按时间顺序的报道与评论
。

( 1 ) 19 93 年 6 月 24 日纽约时报报道
“

世代数学古谜
:

最

后欢呼
`

发现了 ” ,

(
“ 、

、 t L a s t ,

S h o u t o
f

`

E
u r e

k
a !

’
i n A g e 一

O ld M
a t h M y s t e r y

, ” b y G
.

K o
l
a t a ,

N e
w Y o r

k T im e s
)

.

( 2 ) 2 5 日
“ a n

+ b
n

= e n ,

费尔马大定理解决了 ? ” ( b y J一

F
.

A
u g e r e a u ,

L e
M

o n d e )
.

( 3 ) 25 日
“

3 50年后
,

数学迷怪降伏
”
( b y G

.

K o la t a ,

I n t e r -

n a t io n a l 于Ie r a
ld T r ib u n e )

.

( 4 ) 2 9 日
“

数学天才战胜 3 50 年老难题
” ( b y G

.

K o la t a ,

N e w Y o r k T i m e s
)

.

( 5 ) 7月 2 日 “
费尔马大定理最终顺服

”
( b y B

.

C ip r a ,

cS le n e e )
.

(6 ) 7月 3 日
“

通向费 尔马大定理的崎岖之径
”

( b y I
.

eP
-

t e r s o n ,

cS i e n e e
N

e
w

s )
.

( 7 ) 7月 5 日
“
费尔马大定理完成

” ( b y M
.

l
e m o n i e k

,

T inr
e )

.

(8 ) 7月 7 日 仔a ”

+ b
,

一 c “ :

普林斯顿教授看来证 明了费

尔马大定理
”

( B y K
·

M
e

OD
n a

ld
,
C h r o n ie l

e o f H ig h e r E d u e a -

t io n
)

.

(9 ) 7一 8月
“

怀尔斯证明谷山丰猜想
;
费尔马大定理紧

随
” ( K

.

R i b
e t ,

N o t ie e s o
f t h

e
A M S )

.

( 10 ) 9一 10 月
“

页边容不下
:

费尔马的大定理证明归于

怀尔斯
,, ( P

.

B r o w n ,

T h
e

cS ie n e e s )
.

(1 1) 94 年 3月
“
费尔马大定理证明现状

:

漏洞出现但专

家们高度评价怀尔斯的成就
” ( b y A

.

J a e
k

s o n ,

N o t ie e s 。
f t h

e

A M S )
.

( 12 ) 94 年 3一 4 月
“

费尔马大定理与现代数论
”

(B
.

I l a y e s 邑 K
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