
代 数

王建伟

1. 给定整数n ≥ 3,设ak ∈ [0, 1], k = 1, 2, · · · , n.记Ak = a1+a2+···+ak
k , k = 1, 2, · · · , n.

求证:|
n∑

k=1

ak −
n∑

k=1

Ak| < n−1
2 .

2. 求最小的正实数λ,使得对任何整数n ≥ 2,及ak ∈ [0, 1], k = 1, 2, · · · , n,都有:

|
n∑

k=1

ak −
n∑

k=1

Ak| ≤ λn

这里,Ak = a1+a2+···+ak
k , k = 1, 2, · · · , n.

3. 求值: 3

√
cos 2π

7 + 3

√
cos 4π

7 + 3

√
cos 6π

7 .

4. 求所有函数f : R+ → R+,满足:

f(x) < 2x− x

1 + x
3
2

, ∀x > 0,

且 f(f(x)) = 5
2f(x)− x.

5.多项式序列{Pn(x)}n≥1满足:P2(x) = x2−2,且对任意正整数m,n,有Pm(Pn(x)) =

Pn(Pm(x)), 又知Pn(x)是n次实系数多项式.求所有这样的多项式序列.

6. 求所有函数f : R+ → R+,满足:对任意x, y > 0,都有

f(xy) = f(x)f(y)

7. 如果函数f : R → R满足：对一切实数x,有

√
2f(x)−

√
2f(x)− f(2x) ≥ 2

恒成立，就称函数f具有性质P .

求最大的实数λ,使得只要f具有性质P ,就对一切实数x,有f(x) ≥ λ恒成立.

8. 给定整数n ≥ 3,求复数集的所有n元子集S,具有性质:
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若a, b ∈ S,则ab ∈ S. (a, b可以相同)

9. 试问:是否存在非零实数a, b, c,使得对任何n > 3,都可以找到某个如下形式的

多项式

Pn(x) = xn + · · ·+ ax2 + bx+ c,

它恰有n个整数根(不一定互不相同)?

10. 设a1 > 0, an+1 = a1 +
n
an
,试求a1满足的充要条件, 使得{an}严格递增.

11. 是否存在二次函数f(x) = x2 + px+ q (p, q为实数),使得方程f(f(f(x))) = 0恰

有7个不同实根?

12. 是否存在正次数的复系数多项式f(x),满足:

f(x2 + 1) = f(x)2 − 1 ?

13.试求出所有的实系数多项式P (x),使得对满足ab+bc+ca = 0的所有实数a, b, c,

都有:P (a− b) + P (b− c) + P (c− a) = 2P (a+ b+ c).

14. 如果P (Q(x)) = Q(P (x)),就称多项式 P 和 Q是可交换的.给定实系数多项式

P (x) = x2 + bx+ c.已知Q和R是正次数的实系数多项式,且Q、R均和P是可交换的.

证明: Q和R是可交换的.

15. 求cos
π

13
+ cos

3π

13
+ cos

9π

13
的值.

16. n ∈ N+,化简:

n+1∑
k=1

kn+1

(k − 1) · · · (k̂ − k) · · · (k − n− 1)

17. (1) f : N+ → N+满足f(n) = f(n+ f(n)), ∀n.

证明:若f取了有限多个值, 则f是周期的.

(2) 构造一个非周期函数f : N+ → N+,满足:

f(n) = f(n+ f(n)), ∀n.

18. 如果存在正整数k,使得α =
√
k + 1 +

√
k,就称α是好数. 求证:好数的任意正

整数次方仍是好数.
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数 论

王建伟

1. 设S是所有有理数r组成的集合,其中0 < r < 1,并且它有十进制表示形式: r =

0.abcabcabc · · ·,这里a, b, c不必互不相同.把S中的元素写成最简分数的形式,那么分子

共有 种不同的取值.

2. 若m,n ∈ N+, (m,n) = 1, m < n,
m

n
的小数表示中含有251,则n的最小值

为 。

3. 方程[x2 ] + [x3 ] + [x7 ] = x的所有实数解的个数为 ，所有实数解

的和为 .

4. 求所有正整数n,使得存在正整数x1, x2, · · · , xn, y满足:

n(x21 + x22 + · · ·+ x2n)− (x1 + x2 + · · ·+ xn)
2 = y2.

5. 给定正整数k,求所有的函数f : N+ → N+,使得对于任意的m,n ∈ N+,均有:

f(m) + f(n)|(m+ n)k

6. 求最大的正整数n (n > 10),使得n对[2, n2 ]的每个平方数作除法时,所得的余数

总为奇数.

7. 求所有正实数对(a, b),满足:对任意正整数n,都有[a[bn]] = n− 1.

8. 对正整数m,记S(m) = m的各位数字之和.

证明:存在无穷多个正整数n,使得S(2n) > S(2n+1).

9.求所有正次数的有理系数多项式P (x),使得对任意有理数y,方程P (x) = y都有

有理根x.

10. 若σ(n) = 2n+ 1,则称正整数n为拟完全数.证明:拟完全数必是奇平方数.
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11.给定整数n ≥ 2.证明:若方程x21+x22+· · ·+x2n = kx1x2 · · ·xn有正整数解(x1, x2, · · · , xn),

则正整数k ≤ n.

12. 证明:除了有限个正整数外,其它的正整数n均可表示为2011个正整数之和:

n = a1 + a2 + · · ·+ a2011,

且满足:a1 < a2 < · · · < a2011, ai|ai+1, i = 1, 2, · · · , 2010.

13. 设T和1是函数f(x)的周期,且0 < T < 1,证明:

(1) 若T为有理数,则存在素数p,使1
p是f(x)的周期;

(2) 若T为无理数,则存在各项均为正无理数的数列{an}满足:

1 > a1 > a2 > · · · > an > an+1 > · · · , lim
n→+∞

an = 0

且每个an都是f(x) 的周期.

(3) 给定T (0 < T < 1, T为无理数),是否存在一个不恒为常数的函数f(x), 它

以1和T为周期?

14. 设θ为无理数.证明:存在正整数列m1 < m2 < · · · < mk < · · ·,使得:

{m1θ} > {m2θ} > · · · > {mkθ} > · · ·

且 lim
k→+∞

{mkθ} = 0.

15. 证明:对任意正整数m,方程

n

m
=

[
3
√
n2

]
+

[√
n
]
+ 1

至少有一个正整数解n.

16. 已知f(x) =
100∑
i=0

aix
i, g(x) =

100∑
j=0

bjx
j是整系数多项式,其中 a100 ̸= 0, b48 ̸= 0,

且a48 = a49 = · · · = a75 = 0,b49 = b50 = · · · = b75 = 0,求f(x)和g(x)的公因式次数的最

大值.

17. 确定所有的整数组(i, j, n),满足: 0 ≤ i < j ≤ n,且Ci
n与Cj

n互质.
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18.求具有下述性质的所有不为常数的实系数多项式组(f1(x), f2(x), f3(x), f4(x)):

对于满足xy − zt = 1的任意整数组(x, y, z, t),都成立:f1(x)f2(y)− f3(z)f4(t) = 1.
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