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前言

【高考命题规律】

年份 题号 题型 考查内容 思想方法 分值

2011 年 理 10 选择题 向量积与三角函数、不等式 模平方 5分

文 13 填空题 单位向量，向量垂直 方程思想 5分

2012 年 理 13 填空题 向量模长，夹角 模平方 5分

文 15 填空题 向量模长，夹角 模平方 5分

2013 年 理 13 填空题 向量垂直 方程思想 5分

文 13 填空题 向量垂直 方程思想 5分

2014 年 理 15 填空题 三点共线 数形结合思想 5分

文 6 选择题 平面向量基本定理 数形结合思想 5分

2015 年 理 7 选择题 平面向量基本定理 数形结合思想 5分

文 2 选择题 向量加减法 数形结合思想 5分

2016 年 理 13 填空题 模运算 模平方 5分

文 13 填空题 垂直 方程思想 5分

2017 年 理 13 填空题 模运算，平方 模平方 5分

文 13 填空题 垂直 方程思想 5分

全国Ⅰ卷向量主要以客观题形式出现，属于基础题，解决此类问题一要准确记忆公式，

二要准确运算。主要考察内容为向量的向量积运算以及坐标运算，涉及到模长问题牢记平方

（后开方．．．）的思路，便能直捣黄龙，一举破题。另外，虽然这几年全国Ⅰ卷平面向量不涉及

到较难知识以及能力考查，但是备考方面还是应当适当提高训练训练难度，如建系解决棘手

数量积问题等，至于等和线、奔驰定理、极化恒等式等进阶知识则因人因地因时制宜。
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【基础知识】

一、向量的有关概念

1、向量:既有大小又有方向的量叫做向量.向量的大小叫向量的模(也就是用来表示向量的有

向线段的长度).

2、向量的表示方法:

（1）字母表示法:如 , , ,a b c
  

等.

（2）几何表示法:用一条有向线段表示向量.如 AB


,CD


等.

（3）坐标表示法:在平面直角坐标系中,设向量OA


的起点O为在坐标原点,终点 A坐标为

 ,x y ,则  ,x y 称为OA


的坐标,记为OA


=  ,x y .

注:向量既有代数特征,又有几何特征,它是数形兼备的好工具.

3、相等向量:长度相等且方向相同的向量.向量可以自由平移,平移前后的向量相等.两向量 a


与b

相等,记为 a b

 
.

注:向量不能比较大小

4、零向量:长度为零的向量叫零向量.零向量只有一个,其方向是任意的.

5、单位向量:长度等于 1 个单位的向量.单位向量有无数个,每一个方向都有一个单位向量.

6、共线（平行）向量:方向相同或相反的非零向量,叫共线向量.任一组共线向量都可以移到

同一直线上.

规定:0

与任一向量共线..

7、相反向量: 长度相等且方向相反的向量.

二、向量的运算

1、三角形法则与平行四边形法则

OA OB OC 
  

， OB OA AB 
  

注： a b a b a b    
     
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2、数乘运算

（1）规定：实数与向量 a

的积是一个向量，这种运算叫做向量的数乘.记作： a



（2）平面向量共线定理：向量 ( 0)a a 
 

与b

共线，当且仅当有唯一一个实数，使b a

 
.

3、平面向量数量积

（1） cosa b a b  
   

（2） a

在b

方向上的投影为： cosa 



（3）
22 2

=a a a a 
   

向量夹角的确定：向量 ,a b
 

的夹角 指的是将 ,a b
 

的起点重合所成的角，  0, 

4、平面向量基本定理

如果 1 2,e e
 

是同一平面内的两个不共线向量，那么对于这一平面内任一向量 a

，有且只有一

对实数 1 2,  ，使 1 1 2 2a e e  
  

（1）不共线的向量即可作为一组基底表示所有的向量

（2）唯一性：若 1 1 2 2a e e  
  

且 1 1 2 2a e e  
  

，则
1 1

2 2

 
 


 

5、平面向量的坐标运算

（1）设 1 1 2 2( , ), ( , )a x y b x y 
 

，则：

1 2 1 2( , )a b x x y y   
 

1 2 1 2( , )a b x x y y   
 

1 1( , )a x y  


1 2 2 1/ / 0a b a b x y x y    
   

1 2 1 20 0a b a b x x y y      
   

1 2 1 2
2 2 2 2
1 1 2 2

cos x x y ya b
a b x y x y

 
 

  

 
 

（2）设    2211 ,,, yxByxA ，则：

2 1 2 1( , )AB x x y y  


2 2
2 1 2 1( ) ( )AB x x y y   



在处理向量数量积问题时，若几何图形特殊（如正方形，等边三角形等），易于建系并

写出点的坐标，则考虑将向量坐标化，一旦所求向量用坐标表示，其数量积等问题迎刃而解。
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常见的可考虑建系的图形：

（1）具备对称性质的图形：长方形，正方形，等边三角形，圆形

（2）带有直角的图形：直角梯形，直角三角形

（3）具备特殊角度的图形（30 ,45 ,60 ,120   
等）

6、模长

（1）有关模长的不等问题：通常考虑利用“模长平方”或“坐标化”得到模长与某个变量

间的函数关系，从而将问题转化为求函数最值问题

（2）利用几何法求模长的条件：条件中的向量运算可构成特殊的几何图形，且所求向量与

几何图形中的某条线段相关，则可考虑利用条件中的几何知识处理模长

7、线段定比分点

（1） 1 2PP


定比分点坐标公式:

设 1 1 1( , )P x y 、 2 2 2( , )P x y 、 ( , )P x y ， 1 2PP PP
 

则：
1 2

1 2

1

1

x xx

y yy






  
  
 

 1   ,特殊地， 1 当 时得中点坐标公式：
















2

2
21

21

yyy

xxx

另外，注意一下定比分点的向量公式：

O为平面内任意一点， 1 2PP PP
 

，则 1 2 ( 1)OP OPOP  



  



 
.

（2）三角形重心公式及推导（见课本例 2）：

三角形重心公式： )
3

,
3

( 321321 yyyxxx 

8、点的平移公式

平移前的点为 ( , )P x y （原坐标），平移后的对应点为 ( , )P x y   （新坐标），平移向量为

( , )PP h k 


， 则
.

x x h
y y k
  

   
，从而函数 ( )y f x 的图像按向量 ( , )a h k


平移后的图像

的解析式为 ( ).y k f x h  
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【近七年全国Ⅰ卷真题】

（2017理 13）已知向量 ,a b
 

的夹角为60 ， 2, 1a b 
 

则 2a b 
 

__________

（2017文 13）已知向量 ( 1, 2), ( ,1)a b m  
 

，若向量 a b
 

与 a

垂直，则m  ______

（2016理 13）设向量 ( ,1), (1, 2)a m b 
 

且
2 2 2

a b a b  
   

，则m 

（2016文 13）设向量 ( , 1), (1, 2)a x x b  
 

，且 a b
 

，则 x 

（2015理 7）设D为 ABC 所在平面内一点 3BC CD
 

，则（ ）

（A）
1 4
3 3

AD AB AC  
  

（B）
1 4
3 3

AD AB AC 
  

（C）
4 1
3 3

AD AB AC 
  

（D）
4 1
3 3

AD AB AC 
  

（2015文 2）已知点 (0,1), (3, 2)A B ，向量 ( 4, 3)AC   


，则向量 BC 


( )

（A） ( 7, 4)  （B） (7, 4) （C） ( 1, 4) （D） (1, 4)

（2014理 15）已知 , ,A B C 是圆O上的三点，若
1 ( )
2

AO AB AC 
  

，则 AB


与 AC


的夹角

为

（2014文 6）设 , ,D E F 分别为 ABC 的三边 , ,BC CA AB的中点，则 EB FC 
 

（ ）

（A） AD （B）
1
2
AD


（C）
1
2
BC


（D） BC


（2013文理 13）已知两个单位向量 ,a b
 

的夹角为60
， (1 )c ta t b  
  

，若 0b c 
 

，

则 t  _______

（2012文理 15，13）已知向量 ,a b
 

夹角为 45°，且 | | 1a 


，| 2 | 10a b 
 

，则 | |b 


_________

（2011理 10）已知 a

与b

均为单位向量，其夹角为 ，有下列四个命题

1
2: 1 [0, )
3

P a b    
 

2
2: 1 ( , ]
3

P a b     
 

3 : 1 [0, )
3

P a b    
 

1 : 1 ( , ]
3

P a b     
 

其中的真命题是（ ）

（A） 1 4,P P （B） 1 3,P P （C） 2 3,P P （D） 2 4,P P

（2011文 13）已知 a

与b

为两个垂直的单位向量，k为实数，若向量 a b

 
与向量 ka b

 
垂

直，则 k 
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第 1 讲 数量积基础

1.1 向量的概念

（2018.1 茂名一模）对于向量 , ,a b c
  

和实数，下列命题中真命题是（ ）

（A）若 0a b 
 

，则 0a 


或 0b 


（B）若 0a 


，则 0  或 0a 


（C）若
2 2
a b
 

，则 a b
 

或 a b 
 

（D）若 a b a c  
   

，则b c
 

1.2 平行（共线）

（2017 山东文 11）已知向量 (2,6), ( 1, )a b   
 

，若 / /a b
 

则 

1、（2017.12 广州调研）已知向量  , 2a x x 


 ，  3, 4b 


 ，若 a b
 
 ，则向量 a


的模为

________

2、（2017衡水四调）设向量 ( 1,2), ( ,1)a b m  
 

，若向量 2a b
 

与 2a b
 

平行，则m （ ）

（A）
7
2

 （B） 1
2

 （C） 3
2

（D）
5
2

3、（2017衡水五调）已知向量    2,1 , 1,3a b    ，则（ ）

（A） / /a b （B） a b （C）  a a b  （D）  / /a a b

4、（2017.03 广一模）已知向量  1,2a 


，  , 1b x 


，若 / /( )a a b
  

，则 a b
 


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1.3 垂直

1、（2017.12 广东五校联考）设平面向量m


与向量 n

互相垂直，且 2 (11, 2)m n  

 
，若

| | 5m 


，则 | |n 


2、（2017.04深圳二调）已知平面向量 ,a b
 

，若 3, 2a b 
 

， a

与b

的夹角

6
  ，且

( )a mb a 
  

则m  ( )

（A）
1
2

（B）1 （C） 3 （D）2

3、（2017广东江西福建三省十校联考）已知平面向量 ,a b
 

满足 2, 1a b 
 

，a

与b

的夹角

为
2
3


，且 ( + (2 )a b a b  
   

） ，则实数的值为 ____

4、（2017河南安阳二模）已知向量 (3,1), (1,3), ( , 2)a b c k   
  

，若 ( ) ( )a c a b  
   

，

则 k 

5、（2017.03河南洛阳模拟）已知 ,a b
 

是非零向量且满足 ( 2 ) , ( 2 )a b a b a b   
     

，则 a

与

b

的夹角是（ ）

（A）
6


（B）
3


（C）
2
3


（D）
5
6


6、（2017广西 5月考前联考）设向量  2log 3,a m


，  3log 4, 1b  


，且 a b

，则m的

值为__________
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1.4 夹角

1、（2017.12 衡水六调）已知  1, 7, 4a a b a b a      
     

，则向量 a

与 b

的夹角为

________

2、（2017.03广一模）已知 1, 2a b 
 

，且 ( )a a b 
  

，则向量 a

与向量b


的夹角是

3、（2017.04 江西八校联考）已知向量 ,a b
 

的夹角为
3


，且 2a 


， 1b 


，则向量a与向

量 2a b

的夹角为（ ）

（A）
6


（B）
3


（C）
4


（D）
2


4、（2017.03 湖北黄冈调研）已知两个平面向量    a b
 
， 满足 1   2 21a a b  

  
， ，且 a


与 b

的

夹角为120，则 b 


5、（2017河北邯郸一模）已知向量 ,a b
 

满足 2a 


|， 3b 


|， ( ) 1a b a  
  

，则a

与b

的

夹角为（ ）

（A）
6


（B）
3


（C）
4


（D）
2


6、（2017山西烟台一模）已知向量 (1,3)a 


，向量 c

满足 10c 


，若 5a c  

 
，则 a


与

c

的夹角大小为 __

7、（2017.12化州一模）已知 (2sin13 ,2sin 77 )a  


， 1a b 
 

，a

与 a b
 

的夹角为
3


，

则 a b 
 

（ ）

（A） 2 （B）3 （C）4 （D）5

8、（2017.12 广东五校联考）设平面向量m


与向量 n

互相垂直，且 2 (11, 2)m n  

 
，若

| | 5m 


，则 | |n 

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1.5 模长

利用代数方法处理向量的模长问题，主要采取模长平方——数量积和坐标两种方式

1、模长平方：通过
22

cos0a a a a  
   

可得：
2 2

a a
 

，将模长问题转化为数量积问题，

从而能够与条件中的已知向量（已知模长，夹角的基向量）找到联系。要注意计算完向量数

量积后别忘记开方

2、坐标运算：若  ,a x y


，则
2 2a x y 


。某些题目如果能把几何图形放入坐标系中，

则只要确定所求向量的坐标，即可求出（或表示）出模长

3、有关模长的不等问题：通常考虑利用“模长平方”或“坐标化”得到模长与某个变量间

的函数关系，从而将问题转化为求函数最值问题

例 1：在 ABC 中，O为 BC中点，若 1, 3, 60AB AC A    
，则 OA 


_____

例 2 ： 已 知 平 面 向 量 ,OA OB
 

的 夹 角
2,

3 3
 

     
， 且 3OA OB 

 
， 若

1 2
3 3

OP OA OB 
  

，则 OP


的取值范围是__________

1、（2017.12 化州一模）平面向量 ,a b
 

的夹角为
060 ， (2,0)a 


， 1b 


，则 2a b 
 

2、（2017.04 山东德州二模）已知平面向量 a

和b

的夹角为60， (2,0)a 


， | | 1b 


，则

| 2 |a b 
 

（ ）

（A）20 （B）12 （C） 4 3 （D） 2 3

3、（2017广西南宁一模）已知非零向量 ,a b
 

满足 2a b a b  
   

，且 a

与b

的夹角的余弦

值为
1
4

 ，则
a

b



 等于（ ）

（A）
1
2

（B）
2
3

（C）
3
2

（D） 2
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4、（2017 河南安阳一模）已知平面向量 (1, 2), ( 2, )a b m  


，且 a b a b  
   

|，则

2a b 
 

________

5、（2017吉林省市模拟）已知向量 ,a b
 

满足 1a b a b   
  

，则 2a b 
 

（ ）

（A）3 （B） 3 （C）7 （D） 7

6、（ 2017 山东潍坊一模）已知向量 ,a b
 

，其中 2, 1a b 
 

，且  a b a 
  

，则

2a b 


_______

7、（2017.03 安徽安庆二模）已知向量 3, 2, ( ) 0a b a a b    
    

，则 a b 
 

8、（2017.12 化州一模）平面向量 ,a b
 

的夹角为
060 ， (2,0)a 


， 1b 


，则 2a b 
 

9、（2017.12 福建华安一中）已知向量 (1,1), (2, )a b y 
 

，若 a b a b  
   

，则 y  _____
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1.5 投影

投影的计算公式： a b

a b
b





 

 


例：（2017 北京文 12）已知点 P在圆
2 2 1x y  上，点 A的坐标为 ( 2,0) ，O为原点，

则 AO AP
 

的最大值为_________

1、（2017 安徽黄山二模）已知
1 3( , )
2 2

a 


， 1, 2 2b a b  
 

，则 b

在 a

上的投影为

_________

2、（2017.12福建华安一中）已知向量 ,a b
 

的夹角为
060 ，且 2a b 

 
，则向量a b

 
在

向量a

方向上的投影为（ ）

（A）3 （B） 3 （C） 3 （D） 3

3、（2017山西一模）在 ABC 中，已知 2, 1, 60AB AC A    ，D为 AB的中点，则向

量 AD


在 BC


上的投影为________

4、（2017荆襄宜等四地七校联考）如图，三个边长为的等边三角形有一条边在同一直线上，

边 3 3B C 上 有 10 个 不 同 的 点 1 2 10, , ,P P P ， 记 2 ( 1,2 ,10)i im AB AP i 
 

  ， 则

1 2 10m m m   的值为（ ）

（A）15 3 （B） 45 （C）60 3 （D）180

5 、 已 知 M 为 直 角 三 角 形 ABC 的 外 接 圆 ， OB 是 斜 边 AC 上 的 高 ， 且

6, 2 2AC OB  ， AO OC ，点P为线段OA的中点，若DE是 M 中绕圆心M

运动的一条直径，则 PD PE 
 

_________
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第 2 讲 平面向量基本定理

应用平面向量基本定理表示向量的实质是利用平行四边形法则或三角形法则进行向量

的加、减或数乘运算．用向量基本定理解决问题的一般思路是：先选择一组基底，并运用该

基底将条件和结论表示成向量的形式，再通过向量的运算来解决

1、（2017四川七中三诊）设D为 ABC 中 BC边上的中点，且O为 AD边上靠近点 A的三

等分点，则（ ）

（A）
5 1
6 6

BO AB AC  
  

（B）
1 1
6 2

BO AB AC 
  

（C）
5 1
6 6

BO AB AC 
  

（D）
1 1
6 2

BO AB AC  
  

2、（2017河北五个一联盟）已知点 (1,0), (1, 3)A B  ，点C在第二象限，且 120AOC   ，

4OC OA OB 
  

，则  _____

3、（ 2017.03 吉林 长春 二模）在 ABC 中， D 为三角形所在平面 内一点，且

1 1
3 2

AD AB AC 
  

，则
ABD

ABC

S
S




（ ）

（A）
2
3 （B）

1
3 （C）

1
6 （D）

1
2

4、（2017湖北重点中学联考）若等边 ABC 的边长为3，平面内一点M 满足

1 1
3 2

CM CB CA 
  

，则 AM MB
 

的值为__________

5、（2017江西 4月质检）在矩形 ABCD中， 2AB  , 3AD  ，点 F 为CD的中点，点 E

在 BC边上，若 4AF DE  
 

，则 AE BF
 

的值为（ ）

（A） 0 （B）1 （C）2 （D）3

6、（2017江西上饶一模）在边长为 1 的正方形 ABCD中， 2AE EB
 

，BC的中点为F ，

2EF FG
 

，则 EG BD 
 
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7、（2017四川资阳 4月模拟）如图，在直角梯形 ABCD中， AB AD ， AB∥DC，

2AB  ， 1AD DC  ，图中圆弧所在圆的圆心为点 C，半径为
1
2
，且点 P在图中阴影

部分（包括边界）运动．若 AP xAB yBC 
  

，其中 x y R， ，则 4x y 的取值范围是（ ）

（A）
3 22 3

4
 

 
 
， （B）

52 3
2

 
 

 
，

（B）
2 53 3

4 2
 
  

 
， （D）

17 173 3
2 2

 
  

 
，

8、菱形 ABCD边长为 2 ， 120BAD  
，点 ,E F分别在 ,BC CD上，且

,BE BC DF DC  
   

，若
31,
2

AE AF CE CF    
   

，则  （ ）

（A）
1
2

（B）
3
2

（C）
5
4

（D）
7

12
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第 3 讲 最值（范围）

注意下几何意义，一般有几何法可以解答

例 1：（2017 浙江 14）已知向量 ,a b
 

满足 1, 2a b 
 

，则 a b a b  
   

的最小值是

________，最大值是_______

例 2 ： 设 直 角 ABC 的 三 个 顶 点 都 在 单 位 圆
2 2 1x y  上 ， 点

1 1( , )
2 2

M ， 则

| |MA MB MC 
  

的最大值是（ ）

（A） 2 1 （B） 2 2 （C）
3 2 1

2
 （D）

3 2 2
2



例 3：若 , ,a b c
  

均为单位向量，且    0, 0a b a c b c     
     

，则 a b c 
  

的最大值为

（ ）

（A） 2 1 （B）1 （C） 2 （D）2

例 4：已知平面向量 , 
 

满足 2 3  
 

，且 
 

与 2 
 

的夹角为150，则

   3
2

t t R    
  

的最小值是（ ）

（A）
3

4
（B）

3
3

（C）
3

2
（D） 3

1、（2017河南三门峡一模）已知平面向量 , ,a b c
  

满足 2, 1, 1a b a b    
  

|，且 a c
 

与

b c
 

的夹角为
4


，则 c

的最大值为（ ）

（A） 10 （B） 2 2 （C） 5 （D） 4

2、（2017江苏南京二模）已知平面向量 (1, 2), ( 2, 2)AC BD  
 

，则 AB CD
 

的最小值为

_____
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3、（2017湖北荆襄一中三模）已知点 P是圆
2 2 4x y  上的动点，点 , ,A B C是以坐标原

点为圆心的单位圆上的动点，且 0AB BC 
 

，则| PA PB PC 
 

的最小值为（ ）

（A）4 （B）5 （C）6 （D）7

4、（2017 南昌一调）已知 , ,A B C是圆
2 2: 1O x y  上的动点，且 AC BC ，若点M 的

坐标是 (1,1) ，则 | |MA MB MC 
  

的最大值为（ ）

（A）3 （B） 4 （C）3 2 1 （D）3 2 1

5、（2017江西九江十校联考二模）设 ,A B在圆
2 2 1x y  上运动，且 3AB  ，点 P在

直线3 4 12 0x y   上运动，则 PA PB
 

的最小值为（ ）

（A）3 （B）4 （C）
17
5

（D）
19
5

6、（2017江苏南京一模） ABC 是直角边等于 4 的等腰直角三角形，D是斜边 BC的中点，

1
4

AM AB mAC 
  

，向量 AM


的终点M 在 ACD 的内部（不含边界），则 AM BM
 

的

取值范围是__________

7 、（ 2017 山 东 日 照 一 模 ） 已 知 向 量 , ,a b c
r r r

满 足 4, 2 2, ,
4

a b a b 
   

  
，

( ) ( ) 1c a c b    
   

，则 c a
 

的最大值为__________

8、（2017 湖南娄底二模）已知 3, 4, 0a b a b   
   

，若向量满足 ( ) ( ) 0a c b c   
   

，则 c


的取值范围是_________

9、（2017山东济南一模）如图，正方形 ABCD的边长为8，点 ,E F分别在边 ,AD BC上，

且 3 ,AE ED CF FB  ，如果对于常数m，在正方形 ABCD的四条边上有且只有6 个不

同的点 P，使得 PE PF m 
 

成立，那么m的取值范围是 ．
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10、（2017 北京西城区 5 月模拟）设 ,a b
 

是平面上的两个单位向量，
3
5

a b 
 

，若m R ，

则 a mb
 

的最小值是（ ）

（A）
3
4

（B）
4
3

（C）
4
5

（D）
5
4

11、（2017浙江绍兴一模）向量 ,a b
 

满足 4, ( ) 0a b a b   
   

|，若 a b 
 

的最小值为 2，

则 a b 
 

（ ）

（A）0 （B）4 （C）8 （D）16

12、（2017 浙江嘉兴一模）已知平面向量 ,a b
 

满足
11,
2

a b a b   
   

|，若向量 c

满足

1a b c  
  

，则 c

的最大值为（ ）

（A）1 （B） 2 （C） 3 （D）2

13、（2017江西师大附中、临川一中联考）在直角 ABC 中, 090BCA  ， 1CA CB  ，

P为 AB边上的点， AP AB
 

若CP AB PA PB  
   

,则的最大值是( )

（A）
2 2

2


（B）
2 2

2


（C）1 （D） 2

14、（2017 云南师大附中月考）已知平面向量 , ,a b c
  

满足 1, 1, 2a a b b c a c      
      

，

则 a b c 
  

的最小值是__________

15、（2017 湖北重点中学联考）在直径 4AB  的圆上有长度为2 的动弦CD ,则 AC BD
 

的

最大值为_________.

16、（2017.02 武汉调研）已知 ,m n
 

为两个非零向量，且 2, 2 2m m n  
  

，则 2m n n 
  

的最大值为_______
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第 4 讲 等和线

“爪”字型图及性质：

（1）已知 ,AB AC
 

为不共线的两个向量，则对于向量 AD


，必存在 ,x y，使得

AD xAB yAC 
  

。则 , ,B C D三点共线 1x y 

当0 1x y   ，则D与 A位于 BC同侧，且D位于 A与 BC之间

当 1x y  ，则D与 A位于 BC两侧

1x y  时，当 0, 0x y  ，则D在线段 BC上；当 0xy  ，则D在线段 BC延长线上

（2）已知D在线段 BC上，且 : :BD CD m n ，则
n mAD AB AC

m n m n
 

 

  

补充：

例1：（2017全国Ⅲ卷理12）在矩形 ABCD中， 1AB  ， 2AD  ，动点 P在以点C为圆心且

与 BD相切的圆上．若 AP AB AD  
  

，则   的最大值为（ ）

（A）3 （B） 2 2 （C ） 5 （D）2

例 2：在 ABC 中，D为 BC边的中点，H 为 AD的中点，过点H 作一直线MN 分别交

,AB AC 于点 ,M N ，若 ,AM xAB AN yAC 
   

，则 4x y 的最小值是（ ）

（A）
9
4

（B） 2 （C） 3 （D）1

例 3：（2017 江苏 12）如图,在同一个平面内，向量OA


,OB


,OC


的模分别为 1,1, 2 ,OA


与OC


的夹角为 ,且 tan 7  ，OB


与OC


的夹角为 45
.若OC mOA nOB 
  

( , )m nR ， 则

m n  ]

例 4：如图，在四边形 ABCD中， E为 AB边的中点， P为以 A为圆心， AB为半径的圆

弧上任意一点，设 AC DE AP  
  

，则  的最小值是___________

A

C

B

O

 

A

 

B

 

C

 

D
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1、（2017江西南昌十所重点二模）已知数列 na 为等差数列，且满足 3 2015BA a OB a OC 
  

，

若  AB AC R  
 

，点O为直线BC外一点，则 1 2017a a  __________

2、（2017 全国高中联赛福建联赛） , ,A B C 为圆O上不同的三点，且 120AOB   ，点C

在劣弧AB内，若 ( , )OC OA OB R     
  

，则  的取值范围为_____________

3 、（ 2017.04 武 汉 调 研 ） 已 知 ABC 的 外 接 圆 圆 心 为 O ， 且
60A ， 若

),( RACABAO   ，则   的最大值为

4 、（ 2017 黑 龙 江 哈 师 大 附 中 三 模 ） 已 知 AB AC ， AB AC ， 点 M 满 足

 1AM tAB t AC  
  

，若
3

BAM 
  ，则 t的值为（ ）

（A） 3 2 （B） 2 1 （C）
3 1
2


（D）
3 1
2


5、已知 I 为 ABC 的内心，
7cos
8

A  ，若 AI xAB yAC 
  

，则 x y 的最大值为（ ）

（A）
1
2

（B）
3
4

（C）
4
5

（D）
5
6

6、已知 I 为 ABC 的内心， 2, 3, 4AC BC AB   ，若 AI xAB yAC 
  

，则 x y  ____

7、已知O为锐角 ABC 的外心， 60A  ，若 AO xAB yAC 
  

，则 x y 的最大值为

______

8、已知O为锐角 ABC 的外心， 60A  ，若OA xOB yOC 
  

，则 2x y 的最大值为

______

9、（ 2017 浙江金华高三上期末考）设单位向量 ,a b
 

的夹角为锐角，若对任意的

( , ) {( , ) 1, 0}x y x y xa yb xy   
 

，都有
82
15

x y  ，则 a b
 

的最小值为_________
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第 5 讲 极化恒等式

极化恒等式：
2 21 [( ) ( ) ]

4
a b a b a b    
     

（1）平行四边形模式：  22

4
1 DBACba 

（2）三角形模式：

在右上图的三角形 ABD中（M 为 BD的中点），

因为 AMAC 2 ，所以
2 21

4
a b AM DB  
   

例 1：（2017 全国Ⅱ卷理 12）已知 ABC 是边长为 2 的等边三角形，P为平面 ABC内一点，

则 ( )PA PB PC 
  

的最小值是（ ）

（A） 2 （B ）
2
3

 （C）
3
4

 （D） 1

例 2：已知正三角形 ABC内接于半径为 2 的圆O，点 P是圆O上的一个动点，则 PA PB
 

的取值范围是__________

例 3：在 ABC 中, 0P 是边 AB上一定点，满足 0
1
4

P B AB ，且对于边 AB上任一点 P，

恒有 0 0PB PC P B PC  
   

。则( )

（A） 90ABC  
（B） 90BAC  

（C）AB AC （D）AC BC

例 4：如图，在平行四边形 ABCD中，已知 8AB ， 5AD ， 3CP PD
 

， 2 BPAP ，

则 ADAB  的值是 .

例 5：已知 ,A B是圆O：
2 2 1x y  的两个点，P是线段 AB上的动点，当 AOB 的面积

最大时，则
2

AO AP AP 
  

的最大值是________

例 6：（2017 浙江绍兴二检）在 ABC 中, AC BC ， 0P 是边 AB上一定点，满足

0
1
3

P B AB ，且对于边 AB上任一点 P，恒有 0 0PB PC P B PC  
   

。则
BC
AC

 _________
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1、（2017 山西五校联考）在平行四边形 ABCD中， 3, 4AB AD  ，则 AC DB
 

等于_______

2、（2017 江苏盐城一模）在 ABC 中，已知 3,
3

AB C 
  ，则CA CB

 
的最大

值为

3、（2016 全国高中联赛湖北联赛）已知MN 是边长为 2 6 的等边 ABC 外接圆的一条动

弦， 4MN  ， P是 ABC 的边上动点，则MP PN
 

的最大值为__________

4、（2017 四川雅安三诊）直线 0ax by c   与圆O：
2 2 16x y  相交于两点M 、N .

若
2 2 2c a b  ， P为圆O上任意一点，则 PM PN

 
的取值范围是__________

5、（2016 石嘴山适应性考试）在 ABCRt 中， 3 CBCA ， NM , 是斜边 AB上的两个

动点，且 2MN ，则CM CN
 

的取值范围为

6、（2013 浙江五校联盟二联）已知 BA、 是单位圆上的两点，O为圆心，且
oAOB 120 ，

MN 是圆O的一条直径，点C在圆内，且满足 )10()1(   OBOAOC ，则

CM CN
 

的取值范围是（ ）

（A） 




 1,

2
1

（B）  1,1 （C） 




 0,

4
3

（D）  0,1

7、（2012 浙江 15）在 ABC 中，M 是 BC的中点， 3, 10AM BC  ，则 AB AC 
 

____

8、已知向量 ,a b
 

的夹角为
3


， 5a b 
 

，向量 c a
 

，c b
 

的夹角为
2
3


， 2 3c a 
 

，

则 a c
 

的最大值为_____

9、已知 ABC 的面积为2 ， ,E F分别为 ,AB AC中点，点 P在EF 上，则
2

PC PB BC 
  

的最小值为__________

10、平面向量 , ,a b c
  

满足 1, 1, 2, 2e a e b e a b      
      

，则 a b
 

的最小值为____
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第 6 讲 “五心”问题（奔驰定理）

奔驰定理：已知点O是 ABC 中的任意一点，则S +S +S 0BOC AOC AOBOA OB OC     
   

例 1：三角形的四心向量表达：（旁心不做要求）

求证：（1）已知点O为 ABC 的重心，则 0OA OB OC  
   

（2）已知点O为 ABC 的垂心，则 tan tan tan 0A OA B OB C OC     
   

（3）已知点O为 ABC 的外心，则 sin 2 sin 2 sin 2 0A OA B OB C OC     
   

（4）已知点O为 ABC 的内心，则 0a OA b OB c OC     
   

例 2： O 是平面上一定点， CBA 、、 是平面上不共线的三个点，动点 P 满足

( ), [0, )OP OA AB AC     
   

，则点 P的轨迹一定通过 ABC 的（ ）

（A）外心 （B）内心 （C）重心 （D）垂心

例 3： O 是平面上一定点， CBA 、、 是平面上不共线的三个点，动点 P 满足

( ), [0, )AB ACOP OA
AB AC

     

  
  ，则点 P的轨迹一定通过 ABC 的（ ）

（A）外心 （B）内心 （C）重心 （D）垂心

例 4： O 是平面上一定点， CBA 、、 是平面上不共线的三个点，动点 P 满足

( ), [0, )
cos cos
AB ACOP OA

AB B AC C
     

  
  ，则点 P的轨迹一定通过 ABC 的

（ ）

（A）外心 （B）内心 （C）重心 （D）垂心

例 5 ： 已 知 P 为 ABC 的 内 部 一 点 ， 且
52,
6

PA PB APB 
   


，

2 3 4 0PA PB PC  
   

，则 ABC 的面积为___________
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1、（2017 全国高中联赛山东预赛）设 I 为 ABC 的内心，且 3 4 5 0IA IB IC  
  

，则角

C  ________

2、（2017辽宁三校联考）已知 , ,A B C是平面上不共线的三点，O是 ABC 的重心，动点 P

满足
1 1 1( 2 )
3 2 2

OP OA OB OC  
   

，则 P一定为 ABC 的（ ）

（A）AB边中线的三等分点（非重心） （B）AB边的中点

（C）AB边中线的中点 （D）重心

3、（2017 衡水四调）在 ABC 中， 3   5AB AC ， ，若O为 ABC△ 外接圆的圆心（即满足

OA OB OC  ），则 AO BC
 

的值为

4、（2017安徽马鞍山二模）已知 P Q为 ABC 中不同的两点，且3 2PA PB PC  
  

0，

QA QB QC  
  

0，则 :PAB QABS S  为（ ）

（A）1: 2 （B） 2 :1 （C） 2 :3 （D）3: 2

5、（2017广东七校二联）P､Q 为三角形 ABC 中不同的两点,若 PA PB PC AB  
   

,

3 5 0QA QB QC  
   

,则 :PAB QABS S△ △ 为（ ）

（A）
3
1

（B）
5
3

（C）
7
5

（D）
9
7

6、（1）已知 ABC 的重心为O，且 5, 2 3, 3AB BC AC   ，则 AO BC
 

的值是_______

（2）已知 ABC 的外心为O，且 5, 2 3, 3AB BC AC   ，则 AO BC
 

的值是_______
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第 7 讲 矩形的两个小性质

性质 1、已知矩形 ABCD， P是空间任意一点，则 PA PC PB PD  
   

性质 2、已知矩形 ABCD， P是空间任意一点，则
2 2 2 2PA PC PB PD  

性质 1 由极化恒等式易证，性质 2 由勾股定理易证

下面简单证明下：

性质 1：由极化恒等式

有
2 2( )

2
ACPA PC PO  

   2 2( )
2
BDPB PD PO  

  

从而 PA PC PB PD  
   

得证

性质 2：
由勾股定理，

2 2 2 2 2 2 2 2PA PB MA MB ND NC PD PC      

即
2 2 2 2PA PC PB PD  

1、点 P是矩形 ABCD内一点， 3, 4, 6PA PC AC   ，则 PB PD 
 

__________

2、点 P是矩形 ABCD内一点， 1, 2, 3PA PB PC   ，则 PD  _________

3、（2012 江西理 7）在直角三角形 ABC中，点D是斜边 AB的中点，点 P是线段CD的中

点，则

2 2

2

PA PB
PC


（ ）

（A） 2 （B） 4 （C）5 （D）10

4、（2013 重庆理 10）在平面上， 1 2AB AB
 

， 1 2 1OB OB 
 

, 1 2AP AB AB 
  

.若

1
2

OP 


，则 OA


的取值范围是（ ）

（A）
5(0, ]

2
（B）

5 7( , ]
2 2

（C）
5( , 2]

2
（D）

7( , 2]
2
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（2017 北京文 7）设 ,m n
 

为非零向量，则“存在负数，使得m n
 

”是“ 0m n 
 

”的（ ）

（A）充分而不必要条件 （B）必要而不充分条件

（C）充分必要条件 （D）既不充分也不必要条件

1、（2017.12 河北鸡泽一中月考）已知向量  1, 2a x 
r

，  2,1b 
r

，则“ 0x  ”是“ a
r

与b
r
夹角为锐角”的（ ）

（A）充分不必要条件 （B）必要不充分条件

（C）充要条件 （D）既不充分也不必要条件

2、（2017江苏泰州一模）在 ABC 中，若 2BC BA AC AB CA CB    
    

，则
sin
sin

A
C
的值

为__________

3、（2017江西九江十校联考二模）设椭圆
2 2

1
16 12
x y

  的左右交点分别为 1 2,F F ，点 P在椭

圆上，且满足 1 2 9PF PF 
 

，则| 1 2PF PF
 

的值为（ ）

（A）8 （B）10 （C）12 （D）15

4、（ 2017.03 厦门一模）在平行四边形 ABCD 中，
13, 2,
3

AB AD AP AB  
 

，

1
2

AQ AD
 

，若 12CP CQ 
 

，则 BAD ∠ （ ）．

（A）
4


（B）
3


（C）
2


（D）
2
3


5、（2016 稽阳联考）在正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中， 2 3AB  ，点 ,E F在线段 1DB 上，

且 1DE EF FB  ，点 M 是正方体表面上的一动点，点 ,P Q 是空间两动点，若

2
PE QE
PF QF

  且 4PQ  ，则MP MQ
 

的最小值为_________
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没什么意思的东西，用其他的办法一般也不会太慢

1、（2017 全国高中联赛福建联赛） , ,A B C为圆O上不同的三点，且 120AOB   ，点C

在劣弧AB内，若 ( , )OC OA OB R     
  

，则  的取值范围为_____________

2、（ 2013 年安徽理 9）在平面直角坐标系中， O 是坐标原点，两定点 ,A B 满足

2OA OB OA OB   
   

，则点集{ , 1, , }P OP OA OB R         
  

所表示的

区域的面积是（ ）

（A） 2 2 （B） 2 3 （C） 4 2 （D） 4 3

3、（2013 北京理 14）向量 (1, 1)A  ， (3,0)B ， (2,1)C ，若平面区域 D 由所有满足

AP AB AC  
  

（1 2  ，0 1  ）的点 P组成，则D的面积为

4、（）
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